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Résumé

Ce rapport de recherche explore I'utilisation des représentations linéaires dans le cadre du
méta-apprentissage, en mettant ’accent sur les taches partageant une structure commune de
faible dimension. Le méta-apprentissage, ou « apprendre & apprendre », vise a exploiter les
connaissances transférables entre différentes taches pour permettre une adaptation rapide a
des défis inconnus avec un minimum de données. L’étude formalise le probléme & 'aide de
bandits linéaires contextuels et examine deux méthodes principales pour ’apprentissage des
représentations : la régression a faible rang avec régularisation en norme trace et la méthode
des moments. Le cadre théorique est soutenu des estimations d’erreurs. Des évaluations
expérimentales sont réalisées sur des données simulées et sur le jeu de données MovieLens,
illustrant le potentiel de ces approches dans des applications réelles. Les résultats mettent
en évidence l'efficacité des méthodes proposées pour exploiter les structures partagées et
ameéliorer les performances d’apprentissage dans des contextes multi-taches.

1 Introduction

La capacité a transférer des connaissances entre différentes taches constitue un objectif fon-
damental de ’apprentissage automatique, permettant aux modéles de s’adapter rapidement a de
nouveaux défis tout en exploitant ’expérience acquise. Le méta-apprentissage, souvent désigné
comme « apprendre & apprendre », vise & répondre & cet enjeu en développant des algorithmes
capables d’extraire et de réutiliser des connaissances transférables sur une distribution de taches.
Cette approche repose en grande partie sur I'apprentissage de représentations : I'identification
de caractéristiques invariantes aux téaches facilitant une adaptation rapide a des tAches non vues
avec des données minimales.

Dans ce rapport, nous étudions l'utilisation des représentations linéaires dans le cadre du
méta-apprentissage, en supposant que les taches partagent une structure commune de faible
dimension.

Organisation et contributions. Le reste de ’article est organisé comme suit :

e Section [2] présente une description formelle du probléme.

e Section [3| présente deux méthodes principales pour 'apprentissage des représentations. On
a adapté une preuve inspirée par l'article [8] pour la premiére méthode [4]. Par ailleurs,
on a élaborée une nouvelle preuve sur 'estimation de la représentation pour la deuxiéme
méthode [10].

e Section [4] présente les résultats expérimentaux, a la fois sur des données simulées et des
données réelles. Et ou, on a utilisé et adapté une méthode d’optimisation [6] avec la trace
norme pour la premiére méthode.

e Section [Bl conclusion.

Notations. Les notations suivantes sont utilisées tout au long de I’étude : ||.|| pour la
norme d’opérateur, ||.||r pour la norme de Frobenius, S¢~! pour la sphére unité dans R?, et
AL(A) > -+ > N\g(A) pour les valeurs propres de A € R?*? une matrice symétrique réelle. Par
ailleurs, Op désigne la notation de "grand O probabiliste” & un facteur en log pres.



2 Enoncé du probléme

2.1 Bandits linéaires contextuels

Les bandits linéaires contextuels sont un modéle utilisé dans de nombreuses applications,
comme les systémes de recommandation [7], pour apprendre & prendre des décisions optimisées
en fonction des informations disponibles sur chaque utilisateur. Par exemple, dans le contexte de
la recommandation de vidéos, un learner peut disposer de données contextuelles sur 'utilisateur,
telles que son age, sa localisation, et ses vidéos regardées précédemment. Dans ces systémes, le
learner doit, & chaque interaction n avec un utilisateur ¢, choisir une action parmi un ensemble
d’options disponibles D, = {xp1,... ) T, x} C R4, L’objectif du learner est de choisir une
action (par exemple, recommander une vidéo spécifique) qui maximise la récompense attendue.
A chaque étape n, aprés avoir recommandé une action Tt p, il recoit un feedback (par exemple,
si l'utilisateur a effectivement regardé la vidéo ou non) linéaire défini par la relation suivante :

Yin = Ty W] + Tin (1)

ot w; est un vecteur inconnu, et 7, est un bruit. Le but de I’apprentissage est donc d’estimer
w* en temps réel, tout en exploitant cette estimation pour maximiser la récompense cumulative.

On pose Wr = [w],...,w}] la matrice d x T, dont les colonnes sont formées par les T
vecteurs de régression, qui sont inconnus. Nous considérons I’hypothése suivante de faible rang
sur la matrice de régression des taches.

Rde

Hypothése 1. La matrice Wr € a un rang r < min(d,T').

L’hypothése ci-dessus implique qu’il existe une représentation de faible dimension inconnue
partagée par toutes les taches. Autrement dit, il existe une matrice B € R¥" et des vecteurs
inconnus oy € R tels que w; = Bay pour chaque t € {1,...,T}.

2.2 Meta learning et solution

Supposons que nous ayons acces a ’historique enregistré de 1" taches déja complétées Zr n =
{(xt,n7yt,n)}g£;t:1 satisfaisant 1’équation 1| pour tout ¢t € {1,..., T} et n € {1,...,N}, ou la
matrice de régression Wy satisfait 'hypothése[I} L’apprentissage par méta-apprentissage, cherche
a concevoir des algorithmes capables d’utiliser I’expérience passée pour apprendre rapidement de
nouvelles compétences. Etant donné le jeu de données Z7 M, notre objectif est alors d’apprendre
une nouvelle tache 7' + 1 partageant la méme représentation inconnue wp,; = Bary1 que
les taches passées, comme indiqué dans I'équation (1, Y741, = (T741n, Bari1) + 17410,1 €
{1,...,N}. X

Si on arrive & estimer B par B, on estime G741, & chaque étape n € {1,..., N} par une
simple régression linéaire :

n—1 ) 9
741, € argmin Y (yT-i-l,i — (Tr414, Ba>> (2)
=1

Ainsi I’algorithme, de méta-apprentissage pour la nouvelle tache T+1 est :



Algorithm 1 Algorithme glouton par méta-apprentissage

Parameétres : Une estimation B

1: A létape n = 1 une action est choisie aléatoirement
2: Observer Y7411

3: for ne€{2,...,N} do

4:  Mettre a jour &gy, selon

5 Choisir x741,, € argmaxzep,,, , (7, Ba’lli,l,n)

6 Observer la récompense Y741,

7: end for

Deux méthodes principales seront étudiées pour 'estimation de B.

3 Apprentissage de la représentation

3.1 Meéthode 1 : Régression avec faible rang régularisation puis factorisation

Cette méthode est utilisée dans [4] et [I]. Elle consiste a résoudre le probléme de régression
suivant sous 'hypothése [I| pour estimer Wy

W_arg%léETZZ Yei — Xt,i,At>)2+)\HAH*7 (3)
=1 t=1

ou C est un espace convexe.
Le terme de régularisation favorise des solutions de rang faible.
C’est un probléme d’optimisation convexe, ol on a une somme de termes dérivables et un terme
non dérivable ||.]|,.

Nous estimons B & partir de W de la maniére suivante : Nous notons 7 le rang de W et
considérons la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) de W = UAVT , ol al(W) > >
O’T(W) > 0 sont les valeurs singuliéres non nulles, correspondant aux premiéres valeurs de la

diagonale de A. Nous définissons la matrice de représentation empirique

= (0,..., )
Les premiéres 7 colonnes de U, notées Uy, . .., Uz, sont sélectionnées. Par conséquent, il n’est pas

nécessaire de connaitre & 'avance la valeur de r, contrairement & la méthode 2
L’erreur sur 'estimation de W est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1. Sous des conditions détaillées dans la preuve, on a

rT\2

*IIW W% < cf + C?Ep(u))

, Avec B, (u) = 5 + r(d—i_T)(ij;;Hog(T))

Démonstration. La preuve compléte se trouve dans 'annexe, Partie L’idée de la preuve
repose sur la condition d’optimalité du sous-différentiel vérifiée par W. ]

3.2 Meéthode 2 : Méthode des moments

Cette méthode est utilisée dans [10]. Elle consiste a calculer le moment d’ordre 2 de la variable
aléatoire ﬁ Do i

1< 1y
e O3 B DLt
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En utilisant une ACP de dimension r, le rang de B, on peut récupérer I’espace des colonnes
de B. En effet, les vecteurs propres de ¥ sont les mémes que les vecteurs propres de I', qui
sont contenus dans l’espace des colonnes de B. Et, en supposant que (o)} ; engendrent R?. Les
colonnes de I' engendrent alors I’espace des colonnes de B. En effet, si 'z = 0, alors Tz = 0,
ce qui implique que {o;, BTx) = 0, pour tout i € {1,...,n}, et donc BTz = 0.

On pose £, = =31 | y2z;al.

Théoréme 2. On suppose que les x; € R sont i.i.d et suivent une loi normale centrée réduite.
On a Vt >0,

~ 6 d d
12 — 2l = Op((1 v max flws|| v max o] )(\/;V )

Démonstration. La preuve compléte se trouve dans I’annexe, Partie

3.3 Erreur sur ’estimation de la représentation B

P

Les deux méthodes ci-dessus, consiste & estimer un grande matrice qu’on appellerai ici A (W
et ¥ respectivement dans les méthode 1 et 2). Puis faire une SVD de A pour extraire les vecteur
singulier a droite afin d’estimer B.

Pour calculer 'erreur sur 'estimation de B, on peut sans perte de généralité supposer que A
est symétrique.

. . . 0 A
En effet, dans le cas contraire, on considere la symétrisée de A, Ay, = ( AT 0) .

On a les propriétés suivantes :
u U . .
— Agym k= +op K , avec les uy, les vecteurs singuliers & gauche de A et les vy, les
T T
vecteurs singuliers & droite de A.

— [ Asymll = [[Al

Théoréme 3. Soient 2, %, € R deux matrices réelles symétriques, dont les valeurs propres
sont respectivement notées Ay > Ao > ... > Ag et A\ > Ay > ... > Ag. Soit PAj le projecteur
spectral sur l’espace propre associé a la valeur propre \j, engendré par les vecteurs propres

correspondant a {\;}i_,, et F,\\] le projecteur spectral sur l’espace propre engendré par les vecteurs
propres correspondant a {5‘1}::3 pour L. On pose \g = o0 et A\gy1 = —00. Si
min(A, — A As—1 — A
”E—ZnH < ( T 7‘—217 s—1 S)’
alors RN
||P>\j_P/\jH§ =

min()\r — A1, As—1 — )\s) ‘

Démonstration. La preuve est dans 'annexe dans la Partie[A-3] L’idée de la preuve est d’utiliser
la résolvante d’une matrice pour faire un lien avec les matrices de projections spectrales. ]

3.4 Erreur sur 'estimation totale du vecteur Bayy,

Le vecteur aryi, étant défini par la régression linéaire comme indiqué dans l'algorithme,
on a le théoréme suivant qui permet de faire le lien entre ’erreur de la représentation et ’erreur
de 'estimation. Considérons les événements suivant :

QO = {’I“ § T S 5?"}
Q= {)\mzn(gTinE) > ’il}

Sﬂz}

Qy = {HETiné




ot &, = LX, X, 7 est le rang de B (égal a r pour la méthode des moments).

Théoréme 4. Soit B obtenu par SVD de A d’ordre ©. La procédure d’estimation décrite ci-
dessus, si elle vérifie les événements g, 1, Qo est telle que :

- 1 ||B X 2 |24
[Brann = o < 2 (1422 oy 2
n K1 K1 or(A)
Démonstration. La démonstration est dans I’annexe [A4] O

4 Simulations et résultats

Pour résoudre numériquementlﬂ le probléme de la méthode 1, on utilise ’algorithme proposé
dans l'article [6]. L’idée de I'algorithme est d’utiliser le résultat de [3] que

1
Dy(A) = arg min iHW — All7 + AW,

ot Dy\(A) = U\ VT, et ¥, est diagonale avec (X)); = max{0,%; — A}, en linéarisant le
probléme miny f(W) + A||[W ||+, avec 'approximation quadratique de f.
Pour déterminer le pas d’optimisation, calculons la constante de Lipschitz de V f. Pour cela, on
calcule la hessienne de f :
A partir de 'expression du gradient, nous avons pour chaque ¢t :
2 T
Vaf(A) = =X (Y - X4y,

ot X; est de dimension (n,d), A; est de dimension d, et Y; est de dimension n.
Ona:

2
Hy = V5, f(A) = ﬁXtTXt-

Ainsi :

2 2
L = max <)\max (nTXtT Xt>> = — max <)\max <XtT Xt>> .

Comme Amax (X, X¢) est le carré de la valeur singuliére maximale de Xy, notée opmax(Xy) :

2
L= — max (Omax(X1)?) .

n
Meétrique : On va utiliser le regret cumulé comme métrique. Il est défini par

T N
R(T,N) =Y (ti, — zen) wy,

t=1n=1

* T, %
avec xy, = argmaXgep,, L Wy.

Sélection d’hyperparamétres : Nous avons utilisé la validation croisée avec Xyyq;n,. Dans la
méthode 1, A a été testé sur [0.001,0.005,0.01,0.05,0.1], et dans la méthode 2, r sur [1,2, 3,4, 5].

Données simulées : Les paramétres sont 1" = 100, d = 60, r = 5 (rang de la matrice W), et
n = 100. X et n sont des gaussiennes centrées réduites. Les données de test Xiest €t Yiest suivent

1. Le code Python est disponible a I’adresse : https://github.com/fegounna/
Meta-learning-with-contextual-linear-bandits


https://github.com/fegounna/Meta-learning-with-contextual-linear-bandits
https://github.com/fegounna/Meta-learning-with-contextual-linear-bandits

une procédure similaire pour Tiest = 10 et niest = 50, 0l Yiegt st calculé & partir Baest + Mtest
avec Qpest ~ N (O, %IT).

Comparison of the Meta-represented greedy policies on generated data
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FIGURE 1 — Comparaisons des méthodes avec les données synthétiques

Données réelles : Nous allons utiliser la base de données MovieLens [5]. Elle contient des
évaluations de films par les utilisateurs, ainsi que des informations contextuelles telles que les
genres et les dates de sortie des films. On a gardé les colonnes movie id , rating date,
release date, genre, age, gender, occupation.

Comparison of the Meta-represented greedy policies with random selection with 80 users having at least 30 rated movies
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FIGURE 2 — Comparaisons des méthodes avec les données de MovieLens

La simulation avec des données réelles montre clairement une convergence vers une représen-
tation adéquate. Cependant, dans le cas réel, le regret n’est pas sous-linéaire, comme le prédit



la théorie avec des données gaussiennes i.i.d. Toutefois, le gain est non négligeable lorsqu’on
I'applique & grande échelle, avec des millions d’utilisateurs.

5 Conclusion

Cette étude met en évidence le potentiel du méta-apprentissage pour exploiter efficacement
les structures partagées entre les taches dans le cadre des bandits linéaires contextuels. En
utilisant des méthodes de régularisation de rang faible et des techniques basées sur les moments,
le rapport fournit une base théorique solide et des perspectives pratiques pour estimer des
représentations de taches transférables. Les résultats expérimentaux valident les conclusions
théoriques, montrant une amélioration significative des performances des téches et une réduction
du regret cumulé. Les travaux futurs pourraient explorer des extensions aux contextes non
linéaires, renforcant ainsi I’applicabilité du méta-apprentissage dans des scénarios réels.
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A Annexe

A.1 Démonstration du théoréme [1]

Définition 1. (Sous-différentiel) Soit f : R™ — R une fonction conveze. Le sous-différentiel
de f en un point xg € R™, noté 0f(xg), est l'ensemble de tous les vecteurs g € R™ (appelés
sous-gradients) qui satisfont l'inégalité suivante pour tout x € R™ :

f(x) = f(xo) + (g, (x — x0))

Lemme 1. (Sous-différentiel de la norme de trace) [11]

A AlL = {> uo] +PsiQPys | @l < 1}
j=1

Lemme 2. (Condition d’optimalité avec contraintes) [2] Soit f une fonction admettant au moins
un sous-gradient en tous ses points. Un point x* € X minimise de f sur un ensemble convexe
fermé X si et seulement s’il existe un sous-gradient g € Of(x*) tel que l'inégalité

(9,(y—2")) >0

est satisfaite pour tout y € X.

Lemme 3. On a aussi les propriétés suivantes sur les sous-différentiels :
- Supposons que f = fi1+ =4 fn, 00 f1,..., fm sont des fonctions convezes. Alors nous avons

Of(z) =0f1(x) + -+ 0fm(z).
- Si f est conveze et différentiable en x, alors Of(x) = {Vf(x)}.

Lemme 4. (Monotonicité des sous-gradients) Soit f une fonction admettant au moins un sous-
gradient en tous ses points. Pour U € Of(u) et V € df(v), on a (V —U,u—v) > 0.

Pour simplifier les calculs, introduisons II,, la distribution empirique sur R¥*T basée sur
{2::}5L . Pour tout A € R*T on définit

n T

1
(A, B)r2m,) = T ZZ(CCt,uAt><UCt,i,Bt>~

i=1 t=1
On définit aussi

D=y

t=1 1

MN,iTe; @ €t
1

n
En réarrangeant les termes, le probléme de minimisation devient équivalent au probléme de
minimisation suivant :
—~ 2
— : 2 _ =
W = argmin [|Al|72 () — —{Dn, 4) + All AL,

En substituant la valeur de y;; par celle donnée dans I’équation , et en ajoutant la constante
[Wlp2(my on obtient :

—~ 2
: 2
W =argmin |4 = Wilzaqry — —(Dn, 4) + Al 4]l (4)
La condition d’optimalité (lemme , s’écrit, en utilisant les lemmes |3| et |1}, en : il existe

V € 9|W||, vérifiant :

— A 2 — Y~
2W — W, W — A) = (D, W — A+ NV, W — A) <0 (5)

L2(n) T



pour tout A € C, avec Pexistence de Q tel que ||Qlloc <1 et V = P ujv;r + PS%QPS;. On a
n
T A
Vllso < 11D w0 lloo + 1Pyt QPyt lloo < 2
j=1

En utilisant le fait que pour deux matrices A, B on a

(A, B)| < [[All | Bl (6)
Et en supposant que I'événement Qg = {\ > %HDnHOO} est satisfait, on obtient pour A égale a
W que

A 3 A
W = Wllz2@y < JAW = Wi, (7)
Introduisons V' € 9||W ||, dans I’équation

— 9 — — . —
2W — W Dy W =W+ MV, W = W)+ AV —V,W W) <0

L2(p) T

A~ —

Puisque (V — VW — W) > 0 (lemme , on a

ANV, W —W) <

2 —~
G D’I’LJ _W7
< 5 (Dn, W= W)

avec @ arbitraire tel que [|[Qfloc < 1et V =37, ujva + Pg1QPg..
Sur €24 on a

_ 1 .

VW - W) < W - WL, (®)
Lemme 5. Si A une matrice réelle carrée, il existe une matrice Q telle que :

1Qllec =1 et (Q, A) = [|All«
Démonstration. [8] Par décomposition spectrale, on écrit A = UAVT et on prend Q = UVT. O

' En utilisant le lemme on prend @ tel que (Q, PslT(W - W)PS2T) = HPS{(VAV — W)PS%“H*.
Ainsi .
(V,IW = W) = (3 wjv], Ps, (W = W)Ps,) + || Psr (W — W) Pgr|.
j=1

En utilisant les équations et @ on obtient
. . 1 - 1 -
[ Pgz (W = W) Pgr [« < [|[Ps, (W = W)Ps,||+ + §HPSIT(W = W) Pzl + 51[1Psy (W = W) Ps ||

Ainsi,

[Py (W = W) Py . < 3Py (W = W) Py |.

On a montré ainsi, que W — W € K. Sous 'événement

2= {HAHizmn) > JAIBT - ¢ maXH[A]tHQEn(u)} ,
Aek te[T]

on a, en posant A = W — W, que

1Al 1,y = IAIFT™ — ¢ maxc[|[Al] ?En(u)



En utilisant ’équation , on a
IAIFT™? — ¢ max | [AL]* En(u) < /\IIAH*
te[T)
D’autre part, on a

[A]l« < [[Psr APgr ||« 4[| Ps, APs,||« < 6]|Ps, APs, ||

Par Cauchy-Schwarz, on a

| Ps, APs, ||« < \/rang(Ps, APs,)||Ps, APs,||r < v7[|A|lF

2

En utilisant I'inégalité ab < 622“ + % avec € = V2T, b= ||Allp et a = %)\\/ﬁ on a

- - 1
IAIET 2—0?61%H[A] P Zn(w) < S IANE + T

En conclusion ,

—||W W% < ¢ (rTA? + C3Zn(u))

A.2 Démonstration du théoréme 2]
A.2.1 Préliminaires

Pour la démonstration du théoréme, il convient de rappeler quelques éléments sur la norme
d’opérateur des matrices symétriques et de présenter la notion d’ e-Net qui se révélera trés utile
pour démontrer le théoréme.

Lemme 6. Si A € R*? est une matrice symétrique, alors

[4ll = max [(Az, )],

Définition 2 (e — net). Soit (X,d) un espace métrique. Soit K C X et e > 0. Un ensemble
N C K est un € —net sur K si et seulement si

KCUBxe

zeEN

Proposition 1. Soit A € R une matrice symétrique, et soit € € [O, %) Pour tout e-net N'
de la sphére unité ST, on a

1
1Al < 77— sup [(Az, z)].
€ zeN

Démonstration. Selon le lemme |§|, il existe € S9! tel que |(Az,z)| = ||Az||, et d’aprés la
définition, il existe zg € N tel que ||z — zoll2 < e.
Par I'inégalité triangulaire, on obtient :

[All = [(Azo, z0)| = [(Az, z)| — [(Azo, z0)|
< [(Azx,x) — (Azg, zo)|
= |(Az,z — x0) + (A(z — x0), x0)]
< [(Az,z — zo)| + [(A(z — 20), z0)| -

10



En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient que :

[All = [(Azo, zo)| < [[All2llz = zoll2 + [[A(z — zo)l2/[zo]l2
< 2¢||A]|.

Ainsi :

1Al

IN

1
Az, z)|.
< T 5 ESEK z, )]

O]

Proposition 2. Pour tout € > 0, on peut trouver un € — net N sur S tel que son cardinal
vérifie

NV <9t
Proposition 3 (Inégalité de Hanson-Wright [9]). Soit Z = (Z1,...,Zy) € R™ un vecteur
aléatoire avec des composantes sous-gaussiennes indépendantes Z; qui satisfont E[Z;] = 0 et

HZZHi2 < K. Soit A une matrice m x m. Alors, pour tout t > 0,

t2 t
P(|Z"AZ —E[ZTAZ]| > t) < 2exp (—cmin < , >> .
( ) KA|A|IZ K2 Al

Cette inégalité peut se réécrire,

P <|ZTAZ _E[ZTAZ]| > K?max(IAlL ]AHF\/?)) < 2exp(—t)
C

b
c
ou encore en introduisant C' = —A——
min(c,y/c)

P(127AZ - E[Z" AZ)| > CK* max(| Allt, | Al V7)) < 2exp(—t)

A.2.2 Démonstration du théoréme

Démonstration. La preuve consiste en 1'utilisation de plusieurs inégalités de concentration. Ré-
écrivons w; = Ba;. Etant donné que y; = :cZTwi + n;, on a yf = niz + 2m$iTwi + x?wiw;xi
et,

1 n
2. T 2. T
Yp—X= n E nyviv; — B(njzi)
i=1
1 n
T T T T
+ -~ E 2nix; wizix; — E(2nx; wizix;)
i=1
1 n
T T T T, T T
+ - E x; wiw; Tizir; — E(r; wiw; xxx;)
i=1

Premier terme Le premier terme se réécrit en

1 1
- Z izl — I = ﬁAn
i=1

11



La matrice A,, étant symétrique, on peut écrire

| ALl = max u TAu= max eIn?uut vy — E(zl nPuu’ ;)
ueSd- ugSd—1 1

On peut alors écrire,

Al = max XTA(u,n)X —E(XTAu,m)X)

o X est le vecteur concaténé des x; et A(u,n) est une matrice diagonale par blocs composée

des nZuu’.

Soit u € S41, on peut utiliser I'inégalité de Hanson-Wright (propositio conditionnellement
aux 7); car les composantes de X sont gaussiennes et indépendantes,

P(IXT A(u,m)X — E(XTA(u,n)X)| > CK* max(|| A(u, n)|1t, || A(u, n)||pv/t)|7) < 2exp(~1)

Par ailleurs, on a ||A(u,n)| = max; n? et ||A(u,n)||r = />y nf < V/nmax; n?

Ainsi, on a
P(XTA(u,n)X —B(XTA(u,n)X) > CK? maxn? max(t, Vnt)|n) < 2exp(—t)
On utilise les e-Net. On a

[Anll < Cea m%(XTA(U,n)X —E(XTA(u,n)X)
(s
Ainsi, en posant f,,(t) = C. 4CK? max; n? max(t,/t), on a

(*IIA > fn( )In) < IPTmaxXTA(u mX —E(XT A(u,n)X) > CK* maxn} max(t, vVnt) )

<Y P(XTA(u,n) X —E(XTA(u,n)X) > CK? maxy? max(t, vVnt)|n)
ueN !
< 2 x 9%exp(—t)
Do,

P Al > folB)ln) < 2 x 9% exp(—n)

Cette inégalité ne tenant que pour 7 fixé, il nous faut également controler max; niQ sous haute
probabilité. Les n? étant des variables aléatoires x* 4 une dimension, on a

P(maxn; > tn) < 2nexp(—tn)
(]
Avec t,, > 0. Ainsi, en posant f,(t) = C. 4CK?t, max(t,\/t), on a
1
]P’(EHAnH > fu() = BE L0, 15 oty Lmas 2 <t T 1L 40 1> £ (8) Lmnass 252, [71))
Or, si max; n? < ty,, alors, f,,(t) > f,(t), donc

1
P(EHAnH > fa(t)) < E(E(1%\|An||>fn(t)|n) + Lax; n§>tn)
< 2 x 9%exp(—nt) + 2nexp(—t,)

En prenant ¢, = 2log(n) et t = O(2), on obtient ||4,|| = Op(log(n [\/

12



Deuxiéme terme Pour simplifier la démonstration, nous considérerons que wy = ... = w, =
w. Le deuxiéme terme se réécrit

1 ¢ Lo X
- z; 2w wisa, — B(2niw] wizsa] ) = - Z; oz wiziz] = EBn
i= =

On a ||By,|| = max,cga—1 = >0 izl w(zl w)?. On va conditionner par rapport a 7, et donc,

de la méme fagon que dans le premier terme, cela nous fait payer un terme en log(n). On va donc
retirer les termes en ;. Maintenant, il suffit de controler le terme b,, = max,, c ga—1 % S alw(zlu

Posons également A = {, |27 w| < ||w||\/4log(n)}. Tout d’abord, on a

w 2 ogln
() < 3 B(ef ul > v ATogm) < 2nexp(- 1L Lo8)) _ 2
=1

n

De ce fait, on peut utiliser ceci pour montrer que "se placer" sur A revient & payer un terme
en ||w| log(n). L’astuce consiste maintenant a projeter u sur la droite w. Notons u, = w! uw
et ufv = u — uy les termes correspondants. L’intérét est que les termes zlw et a;iTuL

i w sont
indépendants. On a alors,

n n

_ 1 T N2,.T. N3, L T T 12, 1 T T N2/.T. L
b, = max Z_;(U w)*(z; w) +n;($i w)(z; uy,) +nz_;(u w)(z; w)* (77 uy,)

Pour le premier terme, il suffit d’utiliser 'inégalité de Bernstein pour montrer qu’il est un

Op(|Jw]|>+/ log(n)%). Pour le deuxiéme terme, on peut se placer sur I’événement A pour payer un

||wl| log(n) et utiliser I'inégalité de Hanson-Wright pour montrer que c¢’est un Op(||w]| log(n)(% Y

%)) Enfin, pour le dernier terme, il faut se placer sur un événement similaire & A (mais avec
les (x7u:)) et payer un log(n) cette fois-ci, puis ensuite utiliser Hanson-Wright pour montrer

que ce terme est un Op(||w]|® log(n)(< v \/%))
Dernier terme Le dernier terme se réécrit
1 n
T, T T T, T T
- E x; wiw; Tizir; — E(r; wiw; xxx;)
=1
Ce terme se traite d’une fagon similaire. O

A.3 Démonstration du théoréme [3]

A.3.1 Préliminaires

Proposition 4 (Inégalité de Weyl). Pour deux matrices symétriques A, B dans R*¢

avons le résultat suivant sur les valeurs propres :

, Nous

Vie{l,...,d}, |\(A) = N(B)| < ||A- B

Définition 3 (Résolvante). Soit A une matrice carrée n x n. La résolvante R4 de la matrice A
est définie sur C\ Sp(A), par : Ra(z) = (A — zI)7L.

Lemme 7. Si A € R? est une matrice symétrique, alors la résolvante de A s’écrit

uju;»r
=2 5

j=1

ot A\j(A) sont les valeurs propres de A et u; sont les vecteurs propres correspondants.
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Proposition 5. Si A € R? est une matrice symétrique , dont on note \y > Ag > ... > Ay ses
valeurs propres, alors le projecteur sur l’espace propre associé a \; est donné par :

1

P'_
A 27 Jr,

7

Ra(n)dn,

ou I'; est un contour fermé entourant \;, mais pas les autres \j tels que \; # \;.

Démonstration. On obtient le résultat en appliquant le théoréme de Cauchy sur la formule de
la résolvante obtenue dans le lemme [7l O

Lemme 8. Soient ¥, %, € R*? deuz matrices réelles symétriques, dont les valeurs propres sont

respectivement notées \1 > o > ... > Mg et )\1 > )\2 > > Ad Soient {\;i}l_, les valeurs
propres de Y dont les vecteurs propres correspondants engendrent l’espace propre assocz'é ala
valeur propre A\j. On pose A\g = 00 et A\g41 = —o0. Si

min(A, — Apg1, As—1 — Ag)

DESAR : ,

alors, en posant gx; = min(A, — Apy1,As—1 — Ag), on a :

>

i ¢
\i €

(A, 2 )pourtoutzgﬁ{s...,r},

@

(A, 92 ) pour tout i € {s,...,r},

Xi ¢ D()j, 92 ) pour tout i & {s,...,r},

otu D()\], - ) désigne le disque ouvert de rayon 92j centré en Aj.

Démonstration. Prenons 9 = min(\, — A\r41, As—1 — As) et supposons la condition du lemme
vérifiée.

Tout d’abord les valeurs propres étant rangées dans ’ordre décroissant, on vérifie immédiate-
ment que \; ¢ D(\;, g;') pour tout i ¢ {s,...,r}. D’aprés I'inégalité de Weyl (Proposition ,
on a aussi que N € D(};, 92 ), pour tout i € {s .,r}. De plus, on a, par les mémes arguments,
et dés que i ¢ {s,...,r}:

A=Kl 2 1y =Ml = =Xl > -5 =2

Ce qui conclut la preuve.

Schema de la répartition des valeurs propres donné par le lemme 3.
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A.3.2 Démonstration du théoréme

Démonstration. Dans la suite, nous noterons

gx; = min(Ar — Argl, As—1 — )\s)a

et supposerons que ||E Yol < F*

Fixons z € 0D(\;, 2 1), le Cercle de rayon g;—j centré en \; et intéressons-nous a :
Ry(z) — Ry, (2) = (2] = %) = (2] =S = (£, - %))

Remarquons que

2= A 2 2= gl = 18y = 2l = I = ] = ] = 22
2 2
Ainsi,
1 1 2
Rs(2)|| = <=
I185(2)] m?x\z—)\i\ min; [z — A\;| T gx,
J
Finalement,
g 2 1
1(En = %) - Be()| < [[Zn = Bl - [Be(2)| = 7 — =5 < 1.
9,

Puisque (Mg4(R),||.||) est une algébre de Banach unitaire, on peut écrire :

Ry, (2)= (2l =% = (2, - %))~ 2)- > (B ) Ry (2))F.

k=0

Ainsi, on obtient :

IRs(2) = Rs, ()l = |(zI =)™ 3 (S0 — )2 — )"
k=1
<L =) S (180 =2 - |1 = )7
k=1

1112
120 = 21 - |7 = )7
ST O ST )
<8I =2)
<=Ur

En utilisant la proposition [5] et le lemme 8] il vient que :

1
NGRS EE= SO SOR SNOTE
702
1
<5 I Ri(z) ~ R, ()] Id=

~ 27 Japny, 2t

1 8-||X, — X
<o ¢, HEH
2m Jap(ny, 5 9y,

N R
min( A\ — A1, As—1 — As)
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A.4 Démonstration du théoréme [4]

Démonstration. Remarquons d’abord que sur événement € la matrice BTY,, B est inversible.
Ainsi 'estimateur des moindres carrés admet une unique solution :

1 /i =1 ~
Gt = (BTan) BTX,Y,

On va ensuite décomposer la différence E&n — Ba ce qui nous permettra ensuite d’appli-
quer des megahtes venant des parties precedentes Notons également les colonnes de B étant
orthonormale BT B = I et ainsi B=BBTB = PB.

+B (ETXHXZ E) ) ETXnX,:f (BBTBa - ﬁBa)
— PBa+B (ETXnX,?f 1§) - [ETX,LX,{’ (P — P)Ba + ETXnnn}
D’ott on obtient que
Ba, — Ba = (P — P)Ba+ B (BTZ B)_l [ET Sn(P — P)Ba + iETXnnn]

Lorsque les événements €)g, (21, Q5 sont vérifiés on a que

1
H BTZ B < — (9)
K1
HBTEHPH < kg (10)

Et de plus comme Im(P — P) C Im(P) @ Im(P ) P—-P=P(P-P)
Et comme BTB = I, les valeurs singuliéres de B sont toutes égales a 1. Et donc Bl = 1.

Par définition et sous multiplicativité de la norme et en tenant compte des remarques pré-
cédentes on obtient que

[

HBa BaH < + <1+ ) H (P P) Ba” (11)

R1
On cherche maintenant a se ramener au cas ou le théoréme [3 s’applique pour majorer le
seconde membre de 'inégalité ci dessus.
On a supposé avec 21 que 7 > 7,
On définit alors
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On écrit dans le méme temps la décomposition en valeurs singuliéres de A.

T
_ iy oD
A= E O U V;
j=1

Ot les 0 sont rangées dans l'ordre décroissant. On rappel que B = (u1,...,u,) et que P =

Z;Zl uju]T et qu'ainsi PB = B et P = P<,

Alors suivant cette décomposition
|- 1] < [ ] [ ]

- H(ﬁgr _ P)Ba” n “13>TP§TBO¢"

< [[(P<y = PyBal| + |[(1 = P<)P<yBal
Ensuite on écrit que :

(I = P<r)P<y = ((I = P<y) = Poy)Pey = ((I = Pey) = (I = P<y)) P,
= (P - ﬁST)PST

En combinant les deux derniéres formules il vient que

H(P - ﬁ)BaH <2 H(P - ﬁST)BaH <2 Hﬁgr —P

pIBall <2||P< — P |al
o op
Alors on remarque deux cas :
)
Alors immédiatement il s’ensuit que
; 2|4- 4
HPST - PH <2<o I 11

Or

Dans le cas ou HA\ — AH < % . Le résultat de la sous-section permet alors de conclure.
O
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